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مقاله، این در باشد. متناهی گروه یک G و هیلبرت فضای یک H کنید فرض چکیده.
میدهیم. قرار بررسی مورد G گروه تحت H برای را گروه-قابها

پیش گفتار .١

از رده ”یک عنوان تحت مقاله ای در شفر و دافین توسط ١٩۵٢ سال در قابها اینکه از بعد
نظریه در پژوهشگران و محققان از بسیاری ، [؟] شدند معرفی غیر هارمونیک” فوریه سری های
مجموعه یک I و باشد هیلبرت فضای یک H کنید فرض ؟] ؟، ؟، [؟، کرده اند. کار قابها
و A متناهی و مثبت ثابت  های اگر می گویند قاب H برای را {ϕi}i∈I خانواده شمارا. اندیس

باشد: برقرار زیر رابطه x ∈ H هر برای بطوریکه باشند داشته وجود B

A ∥ x ∥2≤
∑
i∈I

| ⟨x, ϕi⟩ |2≤ B ∥ x ∥2 .

کرد خواهیم اشاره داریم نیاز آنها به مقاله این طول در که نتایجی و تعاریف به قسمت این در
باشد. گروه یک G و باشد F میدان روی برداری فضای یک V کنید فرض [؟].

مانند V روی G از خطی عمل یک اگر است -مدول FG یک V گویند می :(١)
هر و α, β ∈ F هر ، u, v ∈ V هر برای بطوریکه باشد، داشته وجود g 7→ gv

باشیم: داشته g, h ∈ G

. gv ∈ V, (gh)v = g(hv), 1v = v (الف):
. g(αu+ βv) = α(gu) + β(gv) (ب):

شود می گفته V از مدول زیر -FG یک V -مدول FG یک از W زیرفضای یک :(٢)
دیگر عبارت به یا باشد، پایا -G اگر

gw ∈ W, ∀g ∈ G,∀w ∈ W.
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اصلی نتایج .٢

H هیلبرت فضای برای {ϕg}g∈G قاب باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .٢. ١ تعریف
بطوریکه باشد موجود ρ : G → GL(H) نمایش اگر است گروه-قاب یک

gϕh := ρ(g)ϕh = ϕgh,

.g, h ∈ G هر برای

فضای برای گروه-قاب یک {ϕg}g∈G قاب و باشد متناهی گروه Gیک کنید فرض .٢. ٢ گزاره
است. بفرد منحصر ρ اینصورت در .ρ : G → GL(H) یکانی نمایش با باشد H هیلبرت

{ϕg}g∈G
و باشد G متناهی گروه برای یکانی نمایش یک ρ : G → GL(H) کنید فرض .٢. ٣ تعریف
صورت به Gرا از Xρ مجموعه زیر Hباشد. هیلبرت فضای در بردارها از دنباله یک {ϕg}g∈G

کنیم: می تعریف زیر

Xρ := {g ∈ G : ρ(g)ϕh = ϕgh, ∀h ∈ G}.
گروه-قاب یک {ϕg}g∈G اگر و باشد می G از زیرگروه یک Xρ که است واضح .۴ .٢ توجه

.Xρ = G آنگاه باشد H برای

کنیم. می بیان را زیر مهم قضیه اکنون

همچنین و باشد H هیلبرت فضای در بردارها از دنباله یک {ϕg}g∈G کنید فرض .۵ .٢ قضیه
.Xρ1 ∩Xρ2 = {e} و Xρ1Xρ2 = G بطوریکه باشند G گروه برای یکانی نمایش دو ρ2 ، ρ1

باشد. می H برای گروه-قاب یک {ϕg}g∈G اینصورت در

کنند: صدق زیر شرایط در که G گروه برای نمایش دو ρ2 و ρ1 کنید فرض برهان.
Xρ1Xρ2 = G, Xρ1 ∩ Xρ2 = {e}.

کنیم: می تعریف زیر صورت به را G گروه برای ρ یکانی نمایش اینصورت در

ρ : G −→ U(H), ρ(g) := ρ(g1) ◦ ρ(g2),
با باشد. می H برای گروه-قاب یک {ϕg}g∈G دهیم می نشان حال .g = g1g2 که جایی
g1 ∈ Xρ1 آن در که دارد g = g1g2 بصورت نمایشی G گروه عضو هر قضیه فرضهای به توجه

g, h ∈ G هر برای پس .g2 ∈ Xρ2 و
داریم

ρ(g)ϕh = [ρ(g1) ◦ ρ(g2)]ϕh

= ρ(g1) [ρ(g2)ϕh]

= ρ(g1)ϕg2h

= ϕg1g2h

= ϕgh.



٣ گروه-قابها در نتایجی

اتمام به قضیه اثبات و باشد می H هیلبرت فضای برای گروه-قاب یک {ϕg}g∈G نتیجه در
□ رسد. می

همچنین و باشد H هیلبرت فضای در بردارها از دنباله یک {ϕg}g∈G کنید فرض .۶ .٢ گزاره
فضای زیر Xρ مجموعه h ∈ H هر برای اینصورت در باشد. G گروه برای یکانی نمایش ρ

باشد. می H از برداری
همچنین و باشد H هیلبرت فضای در بردارها از دنباله یک {ϕg}g∈G کنید فرض .٢. ٧ نتیجه
Xρ1Xρ2 . . .Xρk = G بطوریکه باشند G گروه برای یکانی های نمایش ρ1, ρ2, . . . , ρk
{ϕg}g∈G اینصورت در .Xρi∩Xρj = {e} باشیم داشته i ̸= j که 1 ≤ i, j ≤ k هر برای و

باشد. می H برای گروه-قاب یک
نیست. درست ؟؟ قضیه عکس که دهیم می نشان مثال یک با اکنون

آن در که باشد، H هیلبرت فضای برای گروه-قاب یک {ϕg}g∈G کنید فرض .٢. ٨ مثال
اما .Q8 = {±1,±i,±j,±k} یعنی میباشد، ها کواترنیون گروه Q8 که جایی ،G = Q8

نوشت زیر بصورت توان نمی را Q8

Q8 = HK, H ∩K = {e},
نیست. برقرار الزاما ؟؟ قضیه عکس بنابراین باشند. می G های زیرگروه K و H آن در که

ρ2 ، ρ1 همچنین و باشد H هیلبرت فضای در بردارها از دنباله یک {ϕg}g∈G .٢. ٩ قضیه
در .Xρ1 ∩ Xρ2 = {e} و Xρ1Xρ2 = G بطوریکه باشند G گروه برای یکانی نمایش دو

باشد. می H برای گروه-قاب یک {ϕg}g∈G اینصورت
همچنین و باشد H هیلبرت فضای در بردارها از دنباله یک {ϕg}g∈G

Xρ1Xρ2 . . .Xρk = G بطوریکه باشند G گروه برای یکانی های نمایش ρ1, ρ2, . . . , ρk
{ϕg}g∈G اینصورت در .Xρi∩Xρj = {e} باشیم داشته i ̸= j که 1 ≤ i, j ≤ k هر برای و

باشد می H برای گروه-قاب یک

آیا باشد، H هیلبرت فضای برای قاب {ϕg}g∈G اگر که شود می مطرح سوال این اکنون
H برای گروه-قاب یک {ϕg}g∈G1 دنباله که شود می یافت G1 مانند G از ای سره زیرگروه

باشد.
،Ψ مجموعه باشد. H هیلبرت فضای برای گروه-قاب {ϕg}g∈G کنید فرض .٢. ١٠ توجه

بگیرید: نظر در زیر صورت به را G های گروه زیر از برخی شامل
Ψ = {K ⩽ G : span{ϕg}g∈K = H}.

مجموعه گرفت نتیجه توان می زرن لم از استفاده با بنابراین دارد، پایین Ψکران در زنجیر هر چون
اگر زیرا است. خطی مستقل {ϕg}g∈K′ دنباله نتیجه در دارد. K ′ مانند مینیمال عضوی Ψ

طوریکه به دارد وجود g0 ∈ K ′ که ϕg0 مانند برداری نباشد، خطی مستقل {ϕg}g∈K′

ϕg0 =
∑

g∈K′,g ̸=g0

ϕg.

سازیم: می زیر بصورت را Kq زیرگروه حال

Kq =< g : g ∈ K ′, g ̸= g0 > .
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بنابراین
Kq ⩽ K ′, span{ϕg}g∈Kq = H.

Ψ مینیمال عضو K ′ اگر که گیریم می نتیجه پس .K ′ بودن مینیمال با است متناقض این که
است. خطی مستقل H در {ϕg}g∈K′ دنباله باشد،

W = span{ϕg}g∈K صورت این در باشد، G گروه از گروهی زیر K اگر .٢. ١١ توجه
{ϕg}g∈G اگر که شود می مطرح سوال این اکنون باشد. می H هیلبرت فضای از فضایی زیر

که جایی گفت؟ توان می چه
H

W
قسمتی خارج فضای مورد در باشد، H برای قاب -G یک
باشد. می G از گروهی زیر K و W = span{ϕg}g∈K

A تانسوری ضرب صورت این در باشند. جی-ماتریس Amn, Bpq کنید فرض .٢. ١٢ قضیه
است. جی-ماتریس یک نیز A⊗B یعنی B در

مستقیم جمع .٣

پردازیم. می جی-قابها و مستقیم های جمع ارتباط بررسی به بخش این در

Gi که جایی باشد -مدول FGi یک Vi ،1 ≤ i ≤ k که i هر برای کنید فرض .٣. ١ قضیه
باشد، می -مدول G یک V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk اینصورت در هستند. متناهی های گروه ها

.G = G1G2 · · ·Gk جاییکه
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