
تغییرات حساب در غیرخطی الاستیسیته مسائل عددی حل

2 دهکردی شاهرخی محمدصادق و ∗ 1 تقوی مژگان

بهشتی شهید دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده صنعتی، و کاربردی ریاضی گروه 1

mo_taghavi@sbu.ac.ir
بهشتی شهید دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده صنعتی، و کاربردی ریاضی گروه 2

M_Shahrokhi@sbu.ac.ir

در تغييراتی مسائل مينميم کننده های از تقريبی عددی، روش  از استفاده با مقاله اين در چکيده.
انرژی تابعک به مربوط اويلر‐لاگرانژ معادلات منظور اين برای می آوريم. بدست غيرخطی الاستسيته
آخر در کنيم. می حل را آمده بدست جبری دستگاه و کرده سازی گسسته طيفی روش وسيله به را

دهيم. می نشان را موردنظر روش کارايی عددی نتايج از استفاده با

پيش گفتار .۱
بگيريد نظر در را زير تغييراتی مساله باشد. کراندار دامنه يک Ω کنيد فرض

F[u,Ω] :=
∫
Ω

W (∇u(x))dx. (۱ .۱)

اين کننده مينيمم يافتن دنبال به ما می باشند. غيرخطی الاستيسيته مسائل به مربوط بالا انرژی تابعک
فرم به که توابع از ای مجموعه روی تابعک

Ap(Ω) :=
{
u ∈ W 1,p(Ω,Rn) : u|∂Ω = φ(x), det∇u > 0 ‐a.e

}
,

چگالی تابع W (∇u(x)) : Mn×n
+ → R+ ، (۱ .۱) انرژی تابعک در هستيم. شوند، می تعريف

هستند مثبت دترمينان با n×n های ماتريس از ای Mn×nمجموعه آن در که است، شده ذخيره انرژی
که است محدب تابع يک h ∈ C2(0,∞) چنين هم کنند. می صدق u = φ(x) مرزی شرط در و

است: برقرار آن برای زير شرايط در
h : (0,∞) → (0,∞) [ ۱H]

limt↓0 h(t) = limt↑∞
h(t)
t

= ∞ [ ۲H]
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درنظر {x ∈ R2|a < |x| < b} صورت به کراندار و باز مجموعه ی يک را Ω ⊂ R2 اينجا در
شبکه با عناصرمتناهی روش از [۳ ،۲ ،۵ ،۱] مقاله های در است. 0 < a < b < ∞ که گيريم می
استفاده هستند حفره چند يا يک دارای که (۱ .۱) تغييراتی مسائل عددی حل برای متفاوت بندی های
بررسی و تحليل است. شده بررسی روش ها اين بودن موثر و کارآمدی همگرايی، هم چنين شده است.
مينيمم از تقريبی آوردن بدست برای عددی های روش از استفاده به را ما مقالات اين در عددی نتايج
[۴] اسکرم مدل از مورد نظر انرژی چگالی تابع مقاله اين در کرد. ترغيب ديگر تغييراتی مسائل های کننده
می بيان زير صورت به و است نگرفته قرار استفاده مورد آن برای عددی روش تاکنون که آيد می بدست

شود.
W (∇u(x)) := | ∧2 ∇u|p + h(det∇u). (۲ .۱)

با ابتدا اين کار برای که زنيم می تقريب طيفی روش از استفاده با را مساله اين مينيمم کننده های ادامه در
ديگری فرم به را (۱ .۱) تغييراتی مساله ، (۲ .۱) چگالی تابع برای ∇u ماتريس منفرد مقادير از استفاده

می کنيم. بازنويسی

پژوهش دست آورد های .۲
بيان قطبی فرم به که اويلر‐لاگرانژ معادلات دستگاه روی بر را موردنظر عددی روش بخش اين در

صورت به که تغييراتی مساله قطبی فرم حال می کنيم. پياده سازی شده اند،

E[u,Ω] =
∫
Ω̃

(
F (g(P,Q)) + h(d((P,Q))

)
µ(ρ)dρdφ

=: F[P,Q] (۱ .۲)

Ω استاندارد فرم Ω̃ و µ(ρ) :=
(b2 − a2) + (b− a)2ρ

4
آن در که بگيريد درنظر را می باشد

(P̄ , Q̄) هموار توابع می آوريم. بدست (P,Q) متغيرهای به نسبت را اويلر‐لاگرانژ معادلات می باشد.
زير فرم به F انرژی تابعک اويلر‐لاگرانژ معادلات حال بگيريد. نظر در را هستند صفر مرز روی که

می شوند: ∫محاسبه
Ω̃

f1(P,Q, P̄ )dρdφ = 0,

∫
Ω̃

f2(P,Q, Q̄)dρdφ = 0. (۲ .۲)

صورت به f2 و f1 آن در که کنيد توجه

f1 = P̄
{ 4

µ(ρ)
F ′(g)P

[
Q2

ρ

(
P 2
φ + P 2(Qφ + 1)2

)
+

(Qφ + 1)2(P 2
ρ + P 2ψ2

ρ)−Qρ(Qφ + 1)
]
+ h′(d)Pρ×

(Qφ + 1)
}
+ (P̄ )ρ

{ 4

µ(ρ)
F ′(g)P 2

[
Pρ(Qφ + 1)−

PφQφ)(Qφ + 1)
]
+ h′(d)P (Qφ + 1)

}
− (P̄ )φ

{ 4

µ(ρ)
×

F ′(g)
[
Pφ(P

2
ρ + P 2ψ2

ρ)− Pρ

]
+ h′(d)Qρ

}
,
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و

f2 = (Q̄)ρ

{ 2

µ(ρ)
F ′(g)

[
2P 2ψρ

(
P 2
φ + P 2(Qφ + 1)2

)
−

P 2(Qφ + 1)
]
− h′(d)PφP

}
+ (Q̄)a

{ 2

µ(ρ)
F ′(g)×[

2Γ2(Qφ + 1)(P 2
ρ + P 2ψ2

ρ)− P 2ψρ

]
+ h′(d)PPρ

}
,

می سازی پياده (۲ .۲) اويلر‐لاگرانژ معادلات روی بر را طيفی روش قسمت اين در آيند. می بدست
صورت به P (ρ, φ) تابع منظور اين برای کنيم.

PN,M := PN,M(ρ, φ)

=
M∑
j=0

[ N
2∑

i=0

αi,j cos(iφ) +

N
2
−1∑

i=1

βi,j sin(iφ)

]
lj(ρ), (۳ .۲)

فرم به را Q(ρ, φ) تابع مشابه طور به و

QN,M := QN,M(ρ, φ)

=
M∑
j=0

[ N
2∑

i=0

ξi,j cos(iφ) +

N
2
−1∑

i=1

ηi,j sin(iφ)

]
lj(ρ), (۴ .۲)

های روش از استفاده با بعدی گام در باشد. می لاگرانژ چندجمله ای lj(ρ) آن در که کنيم، می بيان
می آوريم بدست جبری معادلات دستگاه يک آن بر مرزی شرايط اعمال و مناسب عددی انتگرال گيری
کارايی مثال يک بيان با ادامه در آيد. می بدست (PN,M , QN,M) مجهولات از تقريبی آن حل با که

کنيم. می بررسی را شده ارائه روش

(M,N) → +∞ اگر بگیرید. درنظر را F[PN,M , QN,M ] تغییراتی مساله .۱ .۲ قضیه
است. همگرا F[P,Q] به F[PN,M , QN,M ] انرژی تابعک آن گاه

تابع هم چنین باشد. b = 1 ،Ω دامنه در و p = 3
2

کنید فرض (۲ .۱) چگالی تابع در .۲ .۲ مثال
(۱ .۲) انرژی تابعک خطای زیر جدول می گیریم. درنظر را h(t) = 2−

1
4

( (t−1)2

2
+ 1

t

)
محدب

دهد. می نشان a = 103 برای شده ارائه روش از استفاده با را

a = 10−3 با F[·; Ω̃] انرژی تابعک خطای :۱ جدول

M 24 32 40 48
a = 10−3 1.7862e− 04 3.965e− 04 8.8149e− 04 9.4425e− 05
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