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های سال در که می�باشد، ریاضیات مهم شاخه�های از یکی کسری تغییرات حساب چکیده.
اکسترمم�های داریم، قصد مقاله این در ما است.� گرفته قرار ریاضیدانان توجه مورد بسیار اخیر
در باشد، کاپوتو نوع از کسری مشتقات شامل تابعی که حالتی برای را انرژی تابعی موضعی

دهیم. قرار بررسی مورد اولر-لاگرانژ معادله و مستقیم روش کمک به دو بعد

پیش�گفتار .١

انرژی تابعی باشد، شیتز لیپ مرز با دامنه�ای Ω = {x ∈ R۲ : a < |x| < b} کنید فرض

E[u,Ω)] =
∫
Ω

۱
۲ |∇u|۲ + ϕ(det∇u)dx,

قبول قابل توابع فضای روی را

A(Ω) =

{
u ∈ W ۱,۲(Ω,R۲) : u|∂Ω = x, det∇u > ۰ a.e. in Ω

}
,

یک دارد، حضور تابعی ضابطه�ی در که ϕ : (۰,∞) → (۰,∞) همچنین بگیرید. نظر در
دارد. قرار C۲(۰,∞) فضای در و است محدب تابع

قطبی مختصات کلی فرم به را u تابع
(r, θ) 7−→ (ρ(r, θ), φ(r, θ))

از کاپوتو جزیی کسری مشتقات به را صحیح مرتبه�ی جزیی مشتقات سپس می�دهیم، انتقال
[٢] مرجع کسری حساب زمینه در مطالعه منظور می�کنیم(به تبدیل ۰ < α < ۱ مرتبه�ی
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١
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قرار A(Ω) توابع فضای در آن�گاه کند، صدق زیر شرایط در u تابع اگر .( می�شود پیشنهاد
می�گیرد

ρ(r, θ) = ρ(r), ρ(a) = a, ρ(b) = b, C
a Dα

r ρ > ۰
φ(r, θ) = θ + g(r)

می�شود تبدیل زیر فرم به انرژی تابعی شرایط، این اعمال با . g ∈ W ۱,۲(a, b) که طوری به

E(ρ, g) =
∫ b

a

(
π
(
(Ca Dα

r ρ)
۲ + ρ۲((Ca Dα

r g)
۲ +

c

r۲
)
)
+ Φ(

ρ

r
C
a Dα

r ρ)

)
rdr,

(١.١)
است. مثبت همواره α به وابسته c ثابت و می�برد ارث به را ϕ تابع ویژگیهای Φ تابع آن در که
می�باشد زیر قبول قابل توابع فضای روی E انرژی تابعی مینیمم�های تعیین مقاله این در ما هدف

B =



(ρ, g, α) :
۰ < α < ۱,
ρ ∈ W ۱,۲[a, b],
ρ(a) = a, ρ(b) = b, C

a Dα
r ρ > ۰ a.e,

C
a Dα

r ρ,
C
r Dα

b g ∈ L۲[a, b],
g ∈ W ۱,۲[a, b], C

a Dα
r g,

C
r Dα

b g ∈ L۲[a, b].


طوری به می�باشد، [٣] مقاله شده�ی مطرح مسئله از خاصی حالت مسئله، این آن�گاه α = ۱ اگر
موجود یافته تعمیم تاب�های عنوان با توابع از خاصی کلاس از تابعی برای مینیمم�کننده�هایی که

است.

پژوهش دست�آورد�های .٢

مربوط لاگرانژ - اولر معادلات جواب�های بررسی تابعی اکسترمم�های کردن پیدا های راه از یکی
قابل توابع فضای روی را E تابعی اولر-لاگرانژ معادلات ابتدا بخش این در لذا می�باشد، تابعی به
تابعی مینیمم�کننده�های می�دهیم نشان مستقیم روش کمک به سپس می�آوریم. بدست � B قبول
افراز را مفروض توابع فضای کلاس�ها این دارد. وجود هموتوپی خاص کلاس�های از کدام هر روی

می�کنند.

و ρ ∈ C۱(a, b) ، C
a Dα

r g ∈ C۱(a, b) که طوری �به (ρ, g) ∈ B کنید فرض .١.٢ قضیه
E به محدود اولر-لاگرانژ معادلات ،E(ρ, g) < ∞ فرض با همچنین .Ca Dα

r ρ ∈ C۱(a, b)
می�شود زیر شکل به (ρ, g)در B مفروض توابع فضای روی

rDα
b (ρ

۲r C
a Dα

r g) = ۰
−rDα

b (۲πr C
a Dα

r ρ+ ρΦ′(
ρ

r
C
a Dα

r ρ)) = ۲πρ(r (Ca Dα
r g)

۲ +
c

r
)

+ C
a Dα

r ρ Φ
′(
ρ

r
C
a Dα

r ρ) (١.٢)



٣ کوتاه عنوان

تابع و دلخواه ε > ۰ برای لذا می�کنند، مینیمم را ١.١ تابعی (ρ, g) که جایی آن از برهان.
داریم می�شود، صفر (a, b) مرز روی آن مقدار که h ∈ C۱[(a, b),R۲]

d

dε
E(ρ+ εh۱, g + εh۲)

∣∣∣∣
ε=۰

= ۰

به جزء انتگرال�گیری قاعده�ی و کاپوتو کسری مشتق عملگر بودن خطی خاصیت کمک به اکنون
می�رسیم. ١.٢ معادلات به تغییرات حساب اساسی قضیه و کسری حساب برای [٢] جزء

□
١.١ تابعی که می�دهیم نشان [١] کسری حساب در پوانکاره نامساوی کمک با ادامه در
E ضابطه�ی در انتگرال زیر تابع محدبی چند خاصیت و آن کمک به سپس می�باشد. کوریسیو

می�کنیم ثابت را منیمم�کننده�ها وجود

وجود l = l(a, b, α) ثابت و است کراندار پایین از B توابع فضای روی E تابعی .٢.٢ لم
که طوری به دارد،

E(ρ, g) ≥ l[∥ g ∥۲L۲ +(∥ ρ(r) ∥L۲ + a(b− a)
۱
۲ )۲]

،r ∈ [a, b] a ≤ ρ ≤ b تابع [a, b] بازه�ی روی (ρ, g) ∈ B هر برای اینکه به توجه با برهان.
داریم پوانکاره نامساوی کمک با و Φ ≥ ۰ تابع همچنین

E(ρ, g) ≥ (Γ(α)۲)(۲α− ۱)
(b− a)۲α

[∥ g ∥۲L۲ +(∥ ρ(r) ∥L۲ + a(b− a)
۱
۲ )۲].

□ می�شود. اثبات لم l = (Γ(α)۲)(۲α−۱)
(b−a)۲α انتخاب با لذا

به توجه با بنابراین است، W ۱,۲(a, b) سوبولوف فضای از بسته زیرفضایی B توابع فضای
B فضای [٣] مرجع در شده معرفی هموتوپی کلاس�های گفت می�توان سوبولوف، نشاندن قضیه

می�دهیم. نشان m ∈ Z برای cm[B] نماد با را کلاس�ها این می�کنند. افراز نیز را

برای صورت این در بگیرید، نظر در B توابع فضای روی را E انرژی تابعی .٣.٢ قضیه
هموتوپی کلاس این روی را E که طوری به است، موجود (ρ, g) ∈ cm[B] زوج m ∈ Zهر

می�کنند. مینیمم

باشد. cm[B] هموتوپی کلاس روی E دلخواه مینیمم�کننده دنباله�ی (ρn, gn) کنید فرض برهان.
همین را نظر مورد دنباله کلیت، از شدن کم بدون می�باشد، همگرا دنباله�ی زیر دارای ٢.٢ لم بنابر

داریم لذا می�گیریم، }زیردنباله
ρn ⇀ ρ in W ۱,۲(a, b)
gn ⇀ g in W ۱,۲(a, b)

ρ تابع کرانداری و کاپوتو کسری مشتق بودن خطی به توجه با
ρn
r

C
a Dα

r ρn ⇀
ρ

r
C
a Dα

r ρ in L۲(a, b)

ρn
C
a Dα

r gn ⇀ ρCa Dα
r g in L۲(a, b)
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بنابراین می�باشد، نیز پایینی پیوسته�ی ضعیف طور به ویژگی دارای E تابعی اینکه از
inf
cm[B]

E ≤ E(ρ, g)

≤ lim inf
n→∞

E(ρn, gn)

≤ inf
cm[B]

E

Wمی�باشند، ۱,۲[a, b]سوبولوف فضای از از بسته ضعیف طور به زیرفضاهای هموتوپی کلاس�های
□ .(ρ, g) ∈ cm[B] بنابراین
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