
مهتري روابط وارون خطي هاي نگهدارنده ساختار

2 آرمندنژاد علي و ∗ 1 يزدان عرفان

رفسنجان (عج) وليعصر دانشگاه رياضي، علوم دانشكده رياضي، گروه 1

و ضعيف مهتري مهتري، روابط براي را وارون خطي هاي نگهدارنده مفهوم داريم قصد مقاله اين در چكيده.
هركدام براي را وارون خطي هاي نگهدارنده اين پيكربندي و دهيم قرار بررسي و مطالعه مورد سطري مهتري

آوريم. بدست روابط اين از

پيش گفتار .۱
هر براي باشد. حقيقي هاي درايه با n × m هاي ماتريس تمام مجموعه Mnm كنيم فرض [۱] .۱ .۱ تعريف
آن در كه A = DB هرگاه دهيم مي نشان A ≺ B نماد با و است A مهتر B گوييم A,B ∈ Mnm

است. دوگانه تصادفي ماتريس يك D ∈ Mnn

نويسيم مي و است A به نسبت دار جهت مهتري داراي B آنگاه باشند، A,B ∈ Mnm اگر .۲ .۱ تعريف
. Ax ≺ Ay باشيم داشته x ∈ Rn هر ازاي به ،هرگاه A ≺d B

R ∈ Mnn تصادفي سطري ماتريس با را D دوگانه تصادفي ماتريس اگر ۱ .۱ تعريف در [۲] .۳ .۱ تعريف
دهيم. مي نشان A ≺r B نماد با و است A سطري مهتر B گوييم كنيم، جايگزين

x ≺w y نماد با و است x ضعيف مهتر y گوييم باشند، دلخواه بردار دو x, y ∈ Rn اگر [۱] .۴ .۱ تعريف
هرگاه: دهيم مي نشان

n∑
i=1

x↓
i ≤

n∑
i=1

y↓i

باشند. مي y و x بردارهاي هاي درايه نزولي آرايش ترتيب به y↓i و x↓
i آن در كه

ويژگي داراي T هرگاه گويند مهتري رابطه خطي نگهدارنده يك را T : Mnm −→ Mnm خطي تبديل
باشد: زير

.T (A) ≺ T (B) آنگاه A ≺ B اگر A,B ∈ Mnm هر ازاي به
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۱



آرمندنژاد ع. و يزدان ع. ۲

مفهوم ما مقاله اين در اند. شده مشخص [۳] و [۲] در بالا در شده ذكر مهتري هاي رابطه خطي هاي نگهدارنده ساختار
حالتهاي در را خطي عملگرهاي اين ساختار و نموده معرفي زير بصورت را وارون نگهدارنده خطي عملگر جديد

نماييم. مي تعيين مختلف
هرگاه گوييم مي مهتري رابطه وارون خطي نگهدارنده را T : Mnm −→ Mnm خطي عملگر .۵ .۱ تعريف

باشد: زير ويژگي داراي T
.T (B) ≺ T (A) آنگاه A ≺ B اگر A,B ∈ Mnm هر ازاي به

پژوهش دست آورد هاي .۲
نماييم. مي تعيين Rn بردارهاي براي را وارون خطي نگهدارنده ساختار ابتدا

T (y) ≺ دهد نتيجه x ≺ y بطوريكه باشد خطي عملگر يك T : Rn −→ Rn كنيم فرض .۱ .۲ قضيه
بطوريكه: شود مي يافت a ∈ Rn بردار آنگاه .T (x)

T (x) = trx.a , ∀x ∈ Rn.

Rn براي استاندارد پايه دلخواه عضو دو ej و ei اگر ،Rn بردارهاي براي ≺ مهتري رابطه تعريف طبق برهان.
داريم: قضيه فرض به توجه با .0 ≺ (ei − ej) آنگاه باشند،

0 ≺ (ei − ej) ⇒ T (ei)− T (ej) ≺ 0

⇒ T (ei)− T (ej) = 0

⇒ T (ei) = T (ej) (۱ .۲)
a ∈ Rn بردار يعني اين و است يكسان ستونهاي داراي آنگاه Tباشد عملگر با متناظر ماتريس [T ] اگر بنابراين

بطوريكه: شود مي ]يافت
T
]
=

[
a a · · · a

]
⇒ T (x) = trx.a (۲ .۲)
داريم: آنگاه ، T (x) = trx.a و x ≺ y اگر بالعكس

x ≺ y ⇒ trx = try

⇒ T (x) = trx.a = try.a = T (y)

⇒ T (y) ≺ T (x). (۳ .۲)
□
مقاله در ۲ قضيه اثبات مشابه اي شيوه همچنين و ۵ .۱ تعريف و فوق قضيه اصلي نتيجه از گيري بهره با اكنون
قضيه اثبات در نماييم. تعيين Mnm هاي ماتريس براي را T وارون نگهدارنده خطي عملگر فرم داريم قصد ، [۳]

است. A ≺d B آنگاه A ≺ B اگر كه كنيم مي استفاده موضوع اين از ما زير
معادلند: باهم زير موارد آنگاه باشد. خطي عملگر يك T : Mnm −→ Mnm كنيد فرض .۲ .۲ قضيه

است. دار جهت مهتري وارون نگهدارنده T الف)
است. مهتري وارون نگهدارنده T ب)

.X ≺ Y كه زماني T (Y ) ≺d T (X) ج)
بطوريكه دارند وجود A1, . . . , An هاي ماتريس باشد، X ماتريس ام j ستون xj اگر د)

.T (X) =
∑n

j=1(trxj)Aj



۳ كوتاه عنوان

مي تعريف را j = 1, . . . ,m براي Ej(x) = xetj كه Ej : Rn −→ Mnm نگاشت ابتدا برهان.
دهيم: مي قرار سپس و كنيم

T j
i = E∗

i TEj

داريم: آنگاه نويسيم. مي X =
[
x1| · · · |xm

] ستوني فرم به را X ماتريس و

T (x1| · · · |xm) =
[∑m

j=1 T
j
1xj| · · · |

∑m
j=1 T

j
mxj

]
(۴ .۲)

داريم: باشد، برقرار قضيه (ج) قسمت اگر
x ≺ y ⇒ T j

i x ≻ T j
i y (۵ .۲)

Aj =
[
aj1| · · · |ajm

] دادن قرار با اكنون .T j
i (x) = trx.aji بايد كه شود مي نتيجه ۱ .۲ قضيه از و

داريم:

T (x1| · · · |xm) =
[∑m

j=1 T
j
1xj| · · · |

∑m
j=1 T

j
mxj

]
=

[∑m
j=1(trxj)a

j
1| · · · |

∑m
j=1(trxj)a

j
m

]
=

m∑
j=1

(trxj)(a
j
1| · · · |ajm)

=
m∑
j=1

(trxj)Aj. (۶ .۲)

□
و((د)⇐(ب)⇐(ج)) ((د)⇐(الف)⇐(ج)) اثبات طرفي از رسيديم. (د) حكم به (ج) قسمت برقراري از ما فوق اثبات در

گردد. مي اثبات كامل بصورت فوق قضيه و است واضح
كنيم. مي تعيين را ضعيف مهتري وارون نگهدارنده خطي عملگر فرم بعد قضيه در

T (y) ≺w دهد xنتيجه ≺w y بطوريكه باشد خطي عملگر Tيك : Rn −→ Rn كنيد فرض .۳ .۲ قضيه
.T (x) = trx.a بطوريكه دارد وجود نامثبت هاي درايه با a ∈ Rn بردار آنگاه ،T (x)

داريم: قضيه فرض طبق ، 0 ≺w (ei − ej) كه آنجا از برهان.
T (ei − ej) ≺w 0

⇒ T (ei)− T (ej) ≺w 0 (۷ .۲)
آنگاه: ،[T ] = [

tij
] t1iواگر − t1j...

tni − tnj

 ≺w 0 (۸ .۲)

اين هاي درايه تمام نتيجه در و فوق عبارت در چپ سمت بردار ماكسيمم بايد ضعيف مهتري تعريف به توجه با
داريم: شود، مي حاصل كه اي نتيجه و ej − ei براي مشابه استدلالي با و باشند. صفر با مساوي يا كوچكتر بردار

t1i − t1j = · · · = tni − tnj = 0. (۹ .۲)



آرمندنژاد ع. و يزدان ع. ۴

ستونهاي هاي درايه پس ،T (ei) ≺w 0 و 0 ≺w ei چون طرفي از برابرند. باهم [T هاي[ ستون يعني اين و
□ باشند. صفر مساوي يا كوچكتر بايد [T ]

شود. مي ارائه سطري مهتري رابطه براي وارون نگهدارنده خطي عملگر فرم بعد قضيه در سرانجام
T (y) ≺r دهد xنتيجه ≺r y بطوريكه باشد خطي نگاشت Tيك : Rn −→ Rn كنيد فرض .۴ .۲ قضيه

.T = 0 آنگاه T (x)
است. برقرار وضوح به قضيه برگشت حكم آنگاه T = 0 اگر اولا برهان.

داريم: قضيه فرض طبق .0 ≺r ei ،i هر براي بالعكس.
T (ei) ≺r 0 ⇒ T (ei) = 0

□ است. صفر با برابر T خطي عملگر بنابراين و
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