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چكيده
سازه های کامپوزیتی به دلیل خواص منحصر به فرد خود به عنوان یک گزینه مطلوب در صنایع مورد استفاده قرار میگیرند. به منظور افزایش ویژگیهای این سازهها، مطالعات زیادی در مورد جنس این ورقها و انواع مواد نانو صورت گرفته است. در این بین نانولولههایکربنی به دلیل خواص مکانیکی بسیار کاربردی که در سازههای کامپوزیتی ایجاد میکنند، بسیار مورد توجه قرار گرفتهاند. همچنین در بحث تحلیل ارتعاشات، مواد مدرج تابعی از ﻧﻈﺮ رﻓﺘﺎر ﻣﻜﺎﻧﻴﻜﻰ ﻧﺴﺒﺖ ﺑﻪ ﻣﻮاد ﺑﺎ ﺳﺎﺧﺘﺎر ﻓﻴﺒﺮي، ﺗﺮﺟﻴﺢ داده ﻣﻰﺷﻮند. اﻳﻦ ﺗﻐﻴﻴﺮ ﺗﺪرﻳﺠﻰ ﺳﺎﺧﺘﺎر و ﺧﻮاص ﻣﻨﺠﺮ ﺑﻪ ﮔﺴﺘﺮش ﻛﺎرﺑﺮد اینگونه ﻣﻮاد ﺷﺪه اﺳﺖ، به خصوص در ﻣﻮاردي ﻛﻪ ﻧﻴﺎز ﺑﻪ ﺧﻮاص ﻣﺘﻔﺎوت در ﻣﻨﺎﻃﻖ ﻣﺨﺘﻠﻒ ﺑﺎﺷﺪ. با درنظر گرفتن ماده زمینه از مواد مدرج تابعی با جنسهای آلومینیوم و آلومینا و وجود همزمان نانولولههایکربنی، در این مطالعه، تحلیل ارتعاشات آزاد  ورق مدرج تابعی و تقویتشده با نانولولههایکربنی با روش مربعات تفاضلی و با تئوری الاستیسیته سه بعدی پرداخته شد. اینرو با استفاده از تکنیک فضای حالت در راستای عمودی ورق، و بهرهمندی از روش مربعات تفاضلی، بهره برده شد و نتایج با مقالات معتبر صحت سنجی شد.

کليدواژهها: الاستیسیته سه بعدی، ورق کامپوزیتی، مواد مدرج تابعی، نانولولههایکربنی، روش مربعات تفاضلی
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Abstract

The major purpose of the present work is to obtain free vibration and use a numerical approach to give a parameterization study of carbon nanotube-reinforced functionally graded rectangular composite plates based on the three-dimensional theory of elasticity. The composite structures consist of functionally graded matrix carbon nanotube reinforcement distribution with the thickness. The material properties of the matrix realize by changing from complete metal to complete ceramic along with the thickness and the rule of mixture is used for estimating of carbon nanotube effect. We obtained the vibration solution for arbitrary boundary conditions with differential quadrature along with the in-plane coordinates and state-space technique (SSDQM) across the thickness, The present approach is validated by comparing the numerical results with those published results.
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1-مقدمه
[bookmark: _Toc44688669]ورق ها کاربردهای بسیاری در زمینههای مختلف مهندسی از جمله صنایع هوافضا، دریایی و نیروگاهی دارند. همچنین پیشرفتهای ایجاد شده در زمینه تکنولوژیهای مربوط به علوم مواد، محققان را بر آن داشته تا با به کارگیری مواد پیشرفته در این سازهها عملکرد آنها را بهبود ببخشند. با توجه به توسعه مواد هدفمند در سالیان اخیر، تحقیقات در زمینه رفتار مکانیکی سازههای ساخته شده از این مواد، گسترش یافته است. از طرفی خواص منحصر به فرد نانولولههای کربنی اعم از مقاومت بالا، سختی بالا و چگالی پایین باعث شده تا این مواد به عنوان یک تقویت کننده مناسب در مواد کامپوزیتی استفاده شوند. با استفاده از ایده بکار رفته در مواد هدفمند، نانو لولههایکربنی به عنوان تقویتکننده، به صورت هدفمند در مواد کامپوزیتی توزیع شده و نانو کامپوزیتهای هدفمند تقویت شده با نانولولهکربنی رابه وجود میآورند. مواد مدرج تابعی با استفاده از توابع مختلف باعث تغییر جنس در راستای ضخامت میشوند و اﻳﻦ ﺗﻐﻴﻴﺮ ﺗﺪرﻳﺠﻰ ﺳﺎﺧﺘﺎر و ﺧﻮاص ﻣﻨﺠﺮ ﺑﻪ ﮔﺴﺘﺮش ﻛﺎرﺑﺮد اینگونه ﻣﻮاد ﺷﺪه اﺳﺖ، به خصوص در ﻣﻮاردي ﻛﻪ ﻧﻴﺎز ﺑﻪ ﺧﻮاص ﻣﺘﻔﺎوت در ﻣﻨﺎﻃﻖ ﻣﺨﺘﻠﻒ ﺑﺎﺷﺪ.  در تحقیق حاضر، تحلیل استاتیکی و ارتعاشات آزاد ورقهای ساخته شده از مواد مدرج تابعی سرامیک - فلز و تقویت شده با نانولولههای کربنی مورد بررسی قرار گرفته است. فرض می شود که نانو کامپوزیت از ترکیب نانولولههای کربنی تک لایه و ماتریس مدرج تابعی تشکیل شده است. نگوین دین دوک[footnoteRef:1] و همکاران [1] پاسخ استاتیکی و ارتعاشات آزاد ورق کامپوزیت مستطیلی تقویت‌شده با نانولوله کربنی را که بر روی بستر وینکلر-پاسترناک قرار دارد با رویکردی تحلیلی برای تکیهگاه ساده بدست آوردند. واتاناساکولپونگ[footnoteRef:2] [2] به بررسی رفتار استاتیکی و دینامیکی ورق کامپوزیتی تقویت شده با نانولولههای کربنی بر روی بستر پاسترناک پرداخت. نانولولههای کربنی با چهار نوع توزیع مختلف در راستای ضخامت ورق پراکنده شدهاند. علیبیگلو [3] با استفاده از تئوری الاستیسیته سه بعدی معادلات یک پوسته استوانهای چندلایه ناهمسانگرد را استخراج کرد و با اعمال تکنیک فضای حالت و درنظر گرفتن شرایط مختلف مرزی و اعمال آنها با استفاده از روش گسستهسازی مربعات تفاضلی به تحلیل استاتیکی و ارتعاشاتی پرداخت. ردی و چنگ[footnoteRef:3] [4] تغییرشکل ورق از جنس مواد مدرج تابعی روی تکیهگاه ساده تحت بار مکانیکی و حرارتی را با استفاده از تئوری الاستیسیته سه بعدی بررسی و تحلیل كردند. ردی و چانگ نتايج خود را با تئوریهای دو بعدی مقايسه كردند كه مشاهده شد با افزايش ضخامت ورق در تئوریهای دوبعدی خطا افزايش میيابد و حل سهبعدی به مراتب دقیقتر میباشد. بورلاینکو[footnoteRef:4]و سادووسکی[footnoteRef:5] [5] یک ورق مستطیلی مدرج تابعی توانی درنظر گرفتند و بر اساس الگوی موری-تاناکا و با استفاده از مدل سه بعدی به تحلیل ارتعاشات آزاد و پاسخ استاتیکی سازه پرداختند. علیبیگلو و علیزاده [6] به تحلیل رفتار استاتیکی و ارتعاشات آزاد دو نوع ورق ساندویچی بر اساس تئوری الاستیسیته سه بعدی پرداختند. باکشی[footnoteRef:6] و همکاران [7] بررسی کارهای تحقیقاتی انجام شده در زمینه کامپوزیت های زمینه فلزی[footnoteRef:7] تقویتشده با نانولولههای کربنی  را خلاصه کردند. تحقیقات زیادی در مورد استفاده از نانولولههای کربنی به عنوان تقویت کننده برای مواد کامپوزیت انجام شده است. وانگ[footnoteRef:8] و همکاران [8] نانوکامپوزیت‌های آلومینیوم-مس تقویت شده با نانولولههای کربنی با استحکام و سختی بسیار بالا تهیه کرده‌اند که می‌تواند استحکام و مدول الاستیک مواد را در عین حفظ رسانایی الکتریکی بالا بهبود بخشد. میائو و همکاران [9] یک پوسته استوانهای سه لایه که لایه بالا و پایین از مواد ایزوتروپیک میباشد و جنس لایه بالا فلز و جنس لایه پایین سرامیک است و همچنین لایه میانی تشکیل شده از مواد مدرج تابعی تقویت شده با نانولولههای کربنی را درنظر گرفت. کل سازه با نانولولههای کربنی به صورت یکنواخت یا الگوهای FG-A،  FG-V، FG-O و FG-Xتقویت شده است ولی در لایه میانی جنس ماتریس ازمواد مدرج تابعی فلز - سرامیک میباشد و به اصطلاح مواد درجه‌بندی شده با عملکرد دوگانه استفاده شده است. در این سازه با استفاده از تئوری مرتبه اول برشی و چند جمله‌ای چبیشف به عنوان تابع قابل قبول استفاده شد و با روش ریلی-ریتز معادلات حاکم استخراج و مسئله ارتعاشات آزاد حل شد.   [1:  Nguyen Dinh Duc]  [2:  Wattanasakulpong]  [3:  Cheng]  [4:  Burlayenko]  [5:  Sadowski]  [6:  Bakshi]  [7:  Metal matrix composites (MMCs)]  [8:  Wang] 


2-هندسه مسئله
ورق کامپوزیتی زیر در مختصات دکارتی x، y و z در نظر گرفته شده است. ورق به طول a در راستای x، به عرض b در y میباشد. ضخامت ورق به طول h و مبدا مختصات در صفحه میانی ورق قرار گرفته است. تابع خواص مدرج تابعی فلز - سرامیک و الگو پخش نانولولههای کربنی در راستای ضخامت برای ورق تعریف شدهاند. این سازه برای کاربردهای مواد مدرج تابعی فلز - سرامیک برای بهبود خواص با افزایش اندک دانسیته به واسطه نانولولههایکربنی میتوان بهره برد کاربردهایی مانند پره توربین.

[image: ]
شکل(1): ورق مدرج تابعی تقویتشده با نانولولههای کربنی

3-خواص ورق کامپوزیتی
به منظور تحلیل مکانیکی ورق کامپوزیتی نیاز میباشد که خواص ورق تعریف گردد و همگن سازی بر اساس مواد مدرج تابعی و نانولولههای کربنی الزام دارد بدین منظور در ابتدا خواص مدرج تابعی تعریف میگردد و سپس خواص مواد تقویتشده با نانولولههای کربنی بر اساس قانون اختلاط بیان میشود. در این سازه، ماده ماتریس زمینه از مواد مدرج تابعی فلز - سرامیک میباشد پس با اعمال خواص مدرج تابعی به ماده زمینه ورق کامپوزیتی تقویت شده با نانولولههای کربنی میتوان همگنسازی خواص را انجام داد.

1-3-روابط حاكم بر مواد مدرج تابعی



در ورقها با جنس مدرج تابعی خواص در راستای ضخامت با تابعی متغیر از جنس فلز تا سرامیک به طور پیوسته تغییر میکند بنابراین رابطههای مدول الاستیسیته ، ضریب پوآسون و چگالی سازه به صورت روابط زیر تخمین زده میشود [10].

	(1)
	


	(2)
	


	(3)
	




2-3-قانون تغییرات توانی


با استفاده از رابطه زیر میتوان تغییر فاز سرامیک به فلز را تخمین زد که معرف قانون توان که شاخص ماده است كه نمايه تغییر مواد در ضخامت آن را نشان میدهد و نیز ضخامت ورق میباشد.

	(4)
	






3-3-قانون اختلاط
در این مدل انتقال کامل هر گونه تنش اعمالی به سیستم از ماده زمینه به پرکننده مفروض است. برای کامپوزیتهای تقویتشده با نانولوله، از قوانین اختلاط استفاده شده است که در آن از روابط راندمان نانولولههای کربنی بهره برده شده است[11].

	(5)
	


	(6)
	


	(7)
	












در روابط بالا ،  و  به ترتیب مدولهای کششی و برشی نانولولههای کربنی، و  مدولهای کششی و برشی ماده زمینه از جنس مدرج تابعی فلز – سرامیک ،  راندمان نانولولههای کربنی، و  به ترتیب کسر حجمیهای ماده زمینه و نانولولههای کربنی میباشند.

برای ماتریس مدرج تابعی فلز – سرامیک و رابطه مرتبط با کسر حجمیهای ماده زمینه و نانولولههای کربنی  و با جایگذاری روابط (1)  در روابط (5) تا (6) خواص مدول الاستیسیته و برشی بدست میآیند. همچنین چگالی و ضریب پوآسون با رابطه زیر برای سازه بدست میآیند.

	(8)
	


	(9)
	




با جایگذاری روابط (2) و (3) در روابط (8) و (9) چگالی و ضریب پوآسون سازه بدست میآید.
الگو پخش نانولولههایکربنی به چهار مدل نشان داده شده میباشند که از روابط زیر تبعیت میکنند.

	


(10)
	




با جایگذاری رابطه (10) در روابط (5) تا (7) مقادیر مرتبط با نانولولههایکربنی بدست میآیند.
4-روابط کرنش – جابهجایی
روابط کرنش - جابهجایی به صورت خطی در نظر گرفته شده است. بنابراین:
	



(11)
	




در صورت برقرار بودن شرایط بالا می‌توان رابطه بین تنش‌ها و کرنش‌های درون یک جسم را تعیین کرد. ابتدا بردار تنشها به صورت زیر نوشته میشود:
	(12)
	




برای مواد جامد الاستیک خطی، بردارهای تنش و کرنش توسط ماتریس سختی به شکل زیر در ارتباط هستند.
	(13)
	




ماده در نظر گرفته شده به صورت ارتوتروپ است، بنابراین ماتریس سختی به شکل زیر می باشد:
	

(14)
	



که در رابطه بالا مولفههای ماتریس سختی به صورت زیر تعریف میگردند.
	


(15)
	



5-معادلات تعادل
معادلات تعادل به صورت جمع نیرو در هر راستا برابر با صفر و همچنین جمع گشتاورهای اعمالی در هر راستا برابر صفر باشند. در تحلیل ارتعاشاتی ترمهای اینرسی نیز به معادلات اضافه میشود بنابراین معادلات تعادل به صورت زیر نوشته میشود.

	

	

(16)



6-استخراج معادلات فضای حالت
برای تغییرات در راستای z از تکنیک فضای حالت بهره میبریم. برای استفاده از این روش، ابتدا باید بردار فضای حالت مناسبی را انتخاب کنیم. این بردار به صورت برداری از جابهجاییها و تنشها به صورت زیر تعریف میگردد.
	(17)
	



معادله معروف فضای حالت به صورت زیر تشکیل میشود:
	(18)
	



با ترکیب معادلات تعادل (16)، تنش - کرنش (13) و کرنش-جابهجایی (11) معادلات فضای حالت زیر بدست میآیند.
	



(19)




	
 












روابط بدست آمده را در معادله  قرار میدهیم و ماتریس G به صورت زیر بدست میآید:

	
(20)
	







مولفههای ماتریس G به صورت زیر میباشند.
	

	


(21)



7-روش مربعات تفاضلی

اگر f تابعی از x باشد، مشتق nام f در میتوان به صورت سری ضرایب وزنی در مقدار تابع در نقاط گسسته سازی به صورت زیر نوشت.

	
(22)
	




اگر f تابعی از x و θ باشد میتوان مشتق nام تابع f نسبت به x ، مشتق mام تابع f نسبت به θ و مشتق ترکیبی n + m تابع f نسبت به x و θ را به صورت زیر نوشت.
	(23)
	


	(24)
	


	
(25)
	




1-7-انتخاب نقاط نمونه
نکته بسیار مهم در روش مربعات تفاضلی انتخاب نقاط نمونه است. معادله دیفرانسیل با توجه به انتخاب این نقاط حل میشود بنابراین تعداد نقاط و فاصله نقاط از یکدیگر موضوع مهمی است. که یکی از آنها توزیع غیر یکنواخت چبیشف است که باعث میشود نقاط با فواصل نامساوی روی مسئله پخش شوند و منجر به حل دقیقتر معادلات دیفرانسیل خواهد شد.
	
(26)
	




8-شرایط مرزی

شرایط مختلف مرزی در راستای x به صورت زیر میباشد.
	



(27)
	تکیهگاه ساده 

   


تکیهگاه یکسر گیردار                    


تکیهگاه آزاد    


9-بیبعد سازی مسئله

به منظور حل جامعتر و تغییر بازه جوابها و مستقل شدن از بعضی مقادیر اولیه معادلات را به صورت زیر بیبعد میکنیم
	

	

(28)


با اعمال روش مربعات تفاضلی و بیبعد سازی مسئله دسته معادلات فضای حالت به صورت زیر بدست میآید.
	

	



(29)



ماتریس  ماتریس ضرایب روش مربعات تفاضلی در راستای x ، در راستای y  و  ماتریس واحد هستند.
	

	
	



(30)



10-حل معادله فضای حالت

برای حل معادله دیفرانسیل  فضای حالت اگر ماتریس ضرایب  را ثابت بتوان فرض کرد آنگاه حل معادله بسیار آسان خواهد بود برای ایجاد این شرط، ابتدا ورق را به صورت چندین لایه فرض میکنیم و سپس ماتریس G را در هر زیر لایه ثابت در نظر میگیریم اگر تعداد زیر لایهها k باشد آنگاه
	

	(31)


با حل معادله دیفرانسیل بالا:

	

	(32)



میتوان رابطه بین لایههای متوالی را بدست آورد و در صورت تعمیم به کل ضخامت ورق میتوان رابطه زیر را برای پایینترین لایه و بالاترین لایه بدست آورد.
	

	(33)


بنابراین به صورت کلی داریم:
	

	(34)


شرایط سطوح بالا و پایین ورق به صورت زیر میباشد.
	

	
(35)


در این مرحله شرایط مرزی سطوح بالا و پایین را به معادله فضای حالت اعمال میکنیم و ماتریس فضای حالت به صورت زیر بدست میآید. با حذف سطرهای دوم ، سوم و چهارم و همچنین ستونهای اول، پنجم و ششم به معادلات زیر میرسیم.
	

	



با صفر قرار دادن دترمینان ماتریس بالا فرکانسهای طبیعی سیستم بدست میآیند.

11-نتایج

نتایج حل تحلیلی و عددی پاسخ استاتیکی و ارتعاشات آزاد ورق مدرج تابعی فلز - سرامیک () و تقویتشده با نانولولههای کربنی که به صورت مربعی (a=b)  درنظر گرفته شده، در این فصل مورد بررسی قرار میگیرد. نتایج مورد بحث در این فصل بر اساس مقادیر زیر محاسبه شدهاند[12].


	

	

	

	


	

	

	

	


	

	

	

	




همچنین برای استخراج نتایج از روابط زیر استفاده شده است.
	
(36)
	



به منظور بررسی صحت روش حل و نتایج بدست آمده، مرجع [13] که فرکانس طبیعی با تئوری مرتبه اول برشی و روش المان محدود بدست آمده است را به عنوان ورودیهای معادلات این تحقیق قرار داده و با نتایج آن مقایسه میکنیم. جدول (1) فرکانس طبیعی ورق با شرایط مرجع]13[ و با شرایط مرزی CCCC میباشد. 
جدول(1): همگرایی نتایج حل نیمه تحلیلی فرکانس برای شرط مرزی CCCC
	

	

	(m,n)
	UD
	FG-V

	



11/0



	

1/0


	مودهای فرکانسی
	نیمه تحلیلی
	مرجع ]13[
	نیمه تحلیلی
	مرجع ]13[

	
	
	1
	978/17
	626/17
	086/17
	211/17

	
	
	2
	195/23
	041/23
	662/22
	818/22

	
	
	3
	495/34
	592/33
	995/32
	070/33

	
	

02/0
	1
	530/39
	730/39
	809/33
	165/34

	
	
	2
	569/43
	876/43
	600/38
	043/39

	
	
	3
	727/53
	768/54
	052/50
	204/51

	


14/0
	
1/0

	1
	550/18
	127/18
	721/17
	791/17

	
	
	2
	130/24
	572/23
	293/23
	413/23

	
	
	3
	797/34
	252/34
	168/34
	101/34

	
	

02/0
	1
	444/43
	583/43
	208/37
	568/37

	
	
	2
	243/47
	479/47
	736/41
	175/42

	
	
	3
	025/57
	968/57
	833/52
	963/53

	

17/0
	
1/0


	1
	438/22
	011/22
	413/21
	544/21

	
	
	2
	980/28
	801/28
	433/28
	613/28

	
	
	3
	131/43
	015/42
	380/41
	431/41

	
	
02/0
	1
	805/48
	074/49
	665/41
	078/42

	
	
	2
	921/53
	324/54
	790/47
	309/48

	
	
	3
	758/66
	069/68
	349/62
	755/63


در جدول(2) فرکانس بیبعد برای توان مدرج تابعی 1p= ، در شرایط مرزی SCSC را نشان میدهد. با استفاده از روش مربعات تفاضلی، شرایط مرزی اعمال شده و نتایج ارتعاشات آزاد بدست آمد. نتایج برای نسبت ضخامت به طول 1/0 و 02/0  و کسر حجمیهای 11/0 ، 14/0  و 17/0 و همچنین برای الگوهای UD، FG-O، FG-V و FG-X بررسی شد. که نشان دهنده صلبیت بیشتر الگو FG-X و در نتیجه بالاتر بودن فرکانس آن نسبت به بقیه میباشد. در ادامه به ترتیب UD، FG-V میباشند و FG-O نسبت به بقیه الگوها پایینترین فرکانس و دارای صلبیت کمتری است.  همچنین با افزایش کسر حجمی نانولولههای کربنی صلبیت سازه افزایش یافته و فرکانس سیستم افزایش مییابد. بیشترین فرکانس مربوط به کسر حجمی 17/0 میباشد.
جدول(2): نتایج نیمه تحلیلی فرکانس برای شرط مرزی SCSC  ، P=1
	

	

	(m,n)
	FG-X
	UD
	FG-V
	FG-O

	

11/0
	
1/0
	1
	638/15
	574/14
	417/13
	396/12

	
	
	2
	674/19
	725/18
	072/18
	174/17

	
	
	3
	454/20
	458/20
	443/20
	457/20

	
	

02/0
	1
	943/23
	172/20
	207/17
	252/14

	
	
	2
	717/27
	354/24
	147/22
	388/19

	
	
	3
	588/38
	668/35
	314/34
	545/31

	

14/0
	
1/0

	1
	421/16
	300/15
	249/14
	107/13

	
	
	2
	386/20
	412/19
	787/19
	787/17

	
	
	3
	819/20
	736/20
	802/20
	814/20

	
	

02/0
	1
	567/26
	337/20
	024/19
	753/16

	
	
	2
	153/30
	233/27
	607/23
	567/21

	
	
	3
	714/40
	205/37
	644/35
	452/33

	

17/0
	
1/0


	1
	191/19
	812/18
	438/16
	047/15

	
	
	2
	435/24
	088/23
	703/22
	023/21

	
	
	3
	466/25
	224/25
	448/25
	461/25

	
	
02/0
	1
	345/29
	692/24
	908/20
	528/18

	
	
	2
	354/34
	928/29
	167/27
	755/24

	
	
	3
	444/48
	164/44
	545/42
	833/39


در شکل (2) تغییرات فرکانس نسبت به تغیرات توان مدرجتابعی نشان داده شده است و میتوان مشاهده کرد با افزایش توان مدرج تابعی و قرارگیری بیشترسازه در فاز فلزی باعث کاهش فرکانس طبیعی میگردد به طوری که بیشترین فرکانس در p=0.5 و کمترین فرکانس در p=5 دیده میشود. 
[image: ]




شکل(2): نمودار  برحسب برای توان مدرج تابعی در FG-X ،،  و CCCC
با استفاده از روش مربعات تفاضلی و تکنیک فضای حالت، میتوان سازه را با شرایط مرزی مختلف مورد بررسی قرار داد. در این بخش،شکل(3) فرکانس طبیعی سازه برای شرایط مرزی SSSS، CSCS و CCCC بر حسب تغییرات نسبت طول به ضخامت رسم شده است که نشاندهنده فرکانس بالا برای شرط مرزی4سر گیردار (CCCC) و پایینترین فرکانس برای شرط مرزی SSSS میباشد. همچنین با افزایش نسبت طول به ضخامت، فرکانس سازه افزایش مییابد.
[image: ]




شکل(3): نمودار  برحسب در شرایط مرزی مختلف در FG-X ،، 
     12- نتیجهگیری


فرکانس طبیعی با استفاده از تئوری الاستیسیته و برای شرایط مرزی مختلف یک ورق مدرج تابعی تقویتشده با نانولولههای کربنی بدست آمد برای فاز تقویتکننده 4 الگوی FG-X، FG-O، FG-V وUD درنظر گرفته شد. همچنین فاز زمینه این ورق از مواد مدرج تابعی که با تابعیت توانی تغییر میکند ارزیابی شد که با افزایش توان P فاز ماده زمینه از حالت سرامیکی به فلزی نزدیکتر میشود. در توزیع FG-X به دلیل افزایش صلبیت سازه  بالاترین مقدار و در الگو FG-O کمترین مقدار است. با افزایش کسر حجمی به دلیل افزایش صلبیت، فرکانس طبیعی افزایش مییابد. در نسبت 02/0=  فرکانس طبیعی بزرگتر از نسبت 1/0=  میباشد. با کاهش توان P و افزایش فاز سرامیکی، فرکانس طبیعی افزایش مییابد. شرایط مرزی CCCC بالاترین فرکانس و SSSS پایینترین فرکانس را دارند
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