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غیرخطی بیضوی معادله برای نابدیهی ضعیف جواب وجود }چکیده.
−∆pu−∆qu = λf(x)|u|k−2

u+ g(x)|u|p
∗−2

u in RN

u(x) ≥ 0; x ∈ RN

کنیم. می بررسی را موجود، پارامترهای و توابع روی شرایطی تحت

پیش گفتار .١

(p, q) شامل غیرخطی بیضوی مسئله برای نامنفی، ضعیف جواب وجود مطالعه ما هدف
باشد: می است، سوبولف بحرانی توان شامل که زیر، }-لاپلاسین

−∆pu−∆qu = λf(x)|u|k−2u+ g(x)|u|p
∗−2u در RN

u(x) ≥ 0; x ∈ RN (١ . ١)

همچنین است. پارامتر یک 0 < λ و p < N, 2 ≤ q ≤ p < k < p∗ := Np
N−p

که
Ω ⊂ RN باز زیرمجموعه روی که r = p∗

p∗−k
با 0 ≤ f(x) ∈ C

(
RN
)
∩ Lr

(
RN
)

m عملگر ∆mu و 0 ≤ g(x) ∈ C
(
RN
)
∩ L∞ (RN

)
است، کراندار ، |Ω| > 0 ،با

است. -لاپلاسین

است موجود λ∗ > 0 ، ١ . ١ در موجود پارامترهای و توابع روی بر بالا فرضیات با .١ . ١ قضیه
دارد. X فضای در غیربدیهی ضعیف جواب یک حداقل مسئله λ > λ∗ هر برای که
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اولیه قضایای و تعاریف .٢

فرض . φ ∈ C1 (X,R) و حقیقی باناخ فضای یک X کوهی)[٢] مسیر (قضیه .٢ . ١ گزاره
که: باشند موجود ای x1 ∈ X \Bρ (0) و α, ρ > 0 و φ (0) = 0 کنیم

u∥X∥؛ = ρ با u ∈ X هر برای φ (u) ≥ α (١)
φ(x1)؛ < α (٢)

φ (un) → c و φ′ (un) → 0, که: است موجود {un} ⊂ X ی دنباله صورت آن در

c := inf

{
max
t∈[0,1]

φ (γ (t)) : γ ∈ C ([0, 1] , X) , γ (0) = 0 and γ (1) = x1

}
.

W 1,m
(
RN
)

نرم به ∞Cنسبت
0

(
RN
)

فضای بستار D1,mرا
(
RN
)

، 1 < m < N برای
صورت به که است انعکاسی باناخ فضای یک D1,m

(
RN
)

گیریم. می نظر در

D1,m
(
RN
)
:=

{
u ∈ Lm∗ (RN

)
:
∂u

∂xj

∈ Lm
(
RN
)
, j = 1, . . . , N

}
,

که ∥u∥D1,m =

( ∫
RN

|∇u|mdx

) 1
m

نرم با ،m∗ := Nm
N−m

که شود می مشخص نیز

است.[١]. معادل W 1,m
(
RN
)

نرم با

دنباله را υn ∈ D1,p
(
RN
)

( principle concentration-compactness ) .٢ . ٢ لم
که، باشد موجود آن از ای زیردنباله اگر . Lp∗

(
RN
)

در υn ⇀ υ که بگیرید کراندار ای
i = برای ، υi > 0 و xj ∈ RN صورت آن در ای، υ اندازه برای |υn|p

∗
dx ⇀ υ

که دارد وجود 1, 2, 3, · · ·

υp∗

n ⇀ |υ|p
∗
+

∞∑
i=1

υiδxi
و

∞∑
i=1

υi
p
p∗ < ∞

است. xi در دیراک اندازه δxi
که

S = inf
{

∥∇u∥pp
∥u∥p

p∗
: u ∈ D1,p

(
RN
)
, u ̸= 0

}
. داریم: زیر صورت به را سوبولف ثابت

نتایج .٣

∥u∥X = ∥u∥D1,p + نرم با را X = D1,p
(
RN
)
∩D1,q

(
RN
)

انعکاسی باناخ فضای
.u− = u− u+ و u+ = max {0, u} دهیم می قرار گیریم. می نظر در ∥u∥D1,q

است: زیر صورت به ١ . ١ با متناظر اویلر-لاگرانژ تابعک
(٣ . ١)

Eλ (u) =
1

p

∫
RN

|∇u|pdx+1

q

∫
RN

|∇u|q dx−λ

k

∫
RN

f(x)uk
+dx−

1

p∗

∫
RN

g(x)up∗

+ dx



٣ ,p)-لاپلاسین q) برای جواب وجود

هستند. ١ . ١ جوابهای آن بحرانی نقاط و است C1 کلاس از و تعریف خوش X در Eλ تابعک

پذیر: دیفرانسیل تابعکی E : X → R و باناخ فضای X .٣ . ١ تعریف
و E (un) → c اگر شود می گفته E برای c(PS)-دنباله یک {un} ⊂ X دنباله (١)

n → ∞ وقتی E ′ (un) → 0
شرط در E گوئیم باشد، ( X در ) همگرا ای دنباله زیر دارای هرc(PS)-دنباله اگر (٢)

کند. می صدق (PS)c

است. کراندار {un} آنگاه باشد، Eλ(u) برای c(PS)-دنباله یک {un} اگر .٣ . ٢ لم

نامنفی تابع صورت آن در باشد، Eλ برای c(PS)-دنباله یک {un} ⊂ X اگر .٣ . ٣ لم
.RN در جا همه تقریبا ∇un → ∇u که دارد وجود u ∈ X

کند: می صدق زیر شرایط در Eλ تابعک λ > 0 هر برای .۴ . ٣ لم
.∥u∥ = R با Eλ(u) ≥ ρ که: دارد وجود R, ρ > 0 : i
.Eλ (u0) < 0 و ∥u0∥ > R که دارد وجود u0 ∈ X : ii

.C̃λ := inf
u∈X\{0}

max
t≥0

Eλ (tu) دهیم: می قرار λ > 0 هر برای

.0 < C̃λ < S
N
p

N
∀λ > λ∗ : که دارد وجود ای λ∗ > 0 .۵ . ٣ لم

ρ (مقدار C̃λ ≥ ρ > 0 لذا ، ∥u∥ = R برای Eλ(u) ≥ ρ > 0 که داریم ۴ . ٣ لم از برهان.
باشد ای بگونه Ω داخل ساپورت با u0 ∈ X \ {0} اگر است). مثبت همیشه اما وابسته λ به

رابطه از ، ∥u0∥p∗ = 1 و u0 ≥ 0 که

Eλ (tu0) =
tp

p
∥u0∥pD1,p+

tq

q
∥u0∥qD1,q−

λtk

k

∫
RN

f(x)uk
0dx−

tp
∗

p∗

∫
RN

g(x)up∗

0 dx

لذا . t → 0+ هرگاه ، Eλ (tu0) → 0+ و t → ∞ وقتی Eλ (tu0) → −∞ که بینیم می
: λ > 0 هر برای بنابراین و max

t≥0
Eλ (tu0) = Eλ (tλu0) که دارد وجود ای tλ > 0

λ

∫
RN

f(x)uk
0dx =

∥u0∥pD1,p

tλ
k−p

+
∥u0∥qD1,q

tλ
k−q

− tλ
p∗−k

∫
RN

g(x)up∗

0 dx. (٣ . ٢)

طرفی از . λ → ∞ وقتی tλ → 0 که گیریم می نتیجه لذا است مثبت بالا عبارت چپ سمت
که دارد وجود λ∗ > 0 پس ، tλ → 0+ وقتی Eλ (tλu0) → 0+ چون

.max
t≥0

Eλ (tu0) = Eλ (tλu0) <
S

N
p

N
هر برای λ > λ∗

□ .λ > λ∗ هر برای C̃λ < S
N
p

N
که شود می نتیجه C̃λ ≤ max

t≥0
Eλ (tu0) چون
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و Eλ (un) → cλ که است موجود {un} دنباله که داریم ،٢ . ٢ و ۴ . ٣ لم از .١ . ١ قضیه اثبات
تابع ٣ . ٣ و ٣ . ٢ لم طبق بر است.) Eλ برای دنباله - (PS)cλ یک {un} ). E ′

λ (un) → 0

بنابراین . RN در جا همه تقریبا ∇un → ∇u و un → u که است موجود u ∈ X نامنفی
: φ ∈ X هر ∫برای

|∇un|m−2∇un∇φdx →
∫

|∇u|m−2∇u∇φdx برای m = p, q∫
g(x) |un|p

∗−2 unφdx →
∫

g(x) |u|p
∗−2 uφdx∫

f(x) |un|k−2 unφdx →
∫

f(x) |u|k−2 uφdx.

حال . φ ∈ X برای E ′(u)φ = 0 نتیجتا و E ′ (un) (φ) → E ′(u)(φ) دیگر عبارت به
که دارد وجود ℓ ≥ 0 است، کراندار X در un که آنجا از u = 0 ∫اگر
|∇un|p dx+

∫
|∇un|q dx → ℓ.

که داریم ، E ′
λ (un) → 0 چون طرفی از

(٣ . ٣)∫
|∇un|p dx+

∫
|∇un|q dx = λ

∫
f(x)uk

n+dx+

∫
g(x)up∗

n+dx+ o(1)

uk
n+ ⇀ 0 داریم: پس . RN در جا همه تقریبا uk

n+ → 0 و است کراندار L
p∗
k در uk

n+ چون و

.
∫
g(x)up∗

n+dx → ℓ پس f ∈ Lr = L
p∗

p∗−k =
(
L

p∗
k

)′
چون و L

p∗
k در

لذا Eλ(un) → cλ ≤ C̃λ ، λ > λ∗ هر برای اما
1

p

∫
|∇un|p dx+

1

q

∫
|∇un|q dx−

λ

k

∫
fuk

n+dx−
1

p∗

∫
gup∗

n+dx → cλ ≤ C̃λ

از اکنون . ℓ
N

≤ C̃λ یا
(

1
p
− 1

p∗

)
ℓ ≤ C̃λ ∫بنابراین

|∇un|p dx+

∫
|∇un|q dx ≥ S

(∫
|un|p

∗
dx

) p
p∗

≥ S

(∫
up∗

n+dx

) p
p∗

تناقض که . C̃λ > ℓ
N

≥ S
N
p

N
بنابراین و ℓ

p
N = ℓ1−

p
p∗ ≥ S یا ℓ ≥ S(ℓ)

p
p∗ پس

□ است.
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