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است. تقریب درجه افزایش با ضرایب ماتریس شدن بدشرط هم مکانی روش  در اساسی مشکل یک چکیده.
ترکیب اساس بر روش  هایی مقاله، این در می شود. جواب دقت در کاهش و عددی مشکلات باعث پدیده این
شرایط با خطی دیفرانسیل معادلات تقریبی جواب برای بهینه سازی روش های و برنشتاین هم مکانی روش
مقید بهینه ازی مساله یک جواب از استفاده با تقریبی جواب این جا، در است. شده پیشنهاد مرزی یا و اولیه
نتایج و شده گرفته نظر در مختلف مرتبه های از آزمایشی مسایل روش ها، کارایی بررسی برای می آید. دست به
شده پیشنهاد روش های که می دهند نشان بررسی ها می شوند. مقایسه دیگر روش های نتایج با آمده دست به

هستند. خوبی عددی پایداری دارای و کارا دقیق،

پیش گفتار .١

n مرتبه خطی دیفرانسیل معادله تقریبی حل برای کارا و بالا دقت با روش هایی ارایه ما هدف مقاله، این در
است: زیر کلی شکل به متغیر ضرایب با

L(y) ≡
n∑

k=0

pk(x)y
(k)(x) = f(x), x ∈ [a, b] (١ . ١)

می باشد. مساله دامنه [a, b] و معلوم توابعی ها pi(x) و f(x) ،n مرتبه خطی دیفرانسیل عملگر L آن، در که
شرط n− 1 تعداد می شود. داده نشان y(k)(x) با x متغیر به نسبت y تابع kام مشتق ادامه، در و اینجا در

از: عبارتند (١ . ١) حل برای لازم مرزی شرط یا اولیه

Sl(y) = ql, l = 1, . . . , n− 1 (١ . ٢)
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هستند. معلوم و حقیقی qlها و بوده مرزی شرایط یا و اولیه شرایط خطی عملگرهای Slها آن، در که
توجه مورد بسیار هندسی طراحی و تقریب نظریه در خود خوب ویژگی های دلیل به برنشتاین چندجمله ای های
است شده استفاده غیرخطی و خطی دیفرانسیل معادلات انواع حل در چندجمله ای ها این از و داشته اند قرار
معادلات انواع حل برای گسترده صورت به هم مکانی روش های اخیر سال های در براین، علاوه .[٧ ،۵ ،٣ ،٢ ،١]
یک حل به را مساله حل اغلب هم مکانی روش های خطی، مسایل در .[۶ ،٢ ،١] شده اند استفاده دیفرانسیل
ضرایب ماتریس بودن بدشرط کند، بروز می تواند اینجا در که مشکلی می کنند. تبدیل خطی معادلات دستگاه
نقاط که می آید پدید زمانی اغلب مشکل این می  شود. جواب دقت وکاهش عددی مشکلات بروز باعث که است

باشند. نزدیک هم به خیلی هم مکانی
گرفته کار به موفقیت با مسایل از بسیاری حل و مدل سازی در بهینه سازی بر مبتنی روش های گذشته، در
هم مکانی معادلات با متناظر باقیمانده های کمینه سازی براساس روش  سه ما مقاله، این در .[٨ ،۶] شده اند
روش به نسبت تنها نه روش ها این می کنیم. پیشنهاد (١ . ٢) و (١ . ١) معادله حل برای برنشتاین چندجمله ای های

می  باشند. پایدار تقریب درجه افزایش با عددی نظر از بلکه می دهند، دقیق تری جواب های هم مکانی

برنشتاین چندجمله ای  های .٢

متناظر سادگی، برای و می گیریم Bi,m(x)ها را [a, b] بازه بر m مرتبه از برنشتاین پایه چندجمله ای های
و تابع مقادیر محاسبه سادگی چندجمله ای ها، این مزایای از .Bi,m = 0 می  شود فرض i > m و i < 0 با

تعریف با .[۴] است مرزی نقاط در آن  مشتقات

ϕm(x) = [B0,m(x) B1,m(x) . . . Bm,m(x)]
T (٢ . ١)

:[۴] است زیر درایه های با مشتق عملیاتی ماتریس D آن، در که ϕ(k)
m (x) = Dkϕm(x) داریم

di,j =


−j, i = j − 1

2j −m, i = j

m− j, i = j + 1

0, اینصورت غیر در

i, j = 1, . . . ,m+ 1

می شود: تعریف زیر صورت به [a, b] بازه در y با متناظر برنشتاین چندجمله ای .y ∈ Ck[a, b] که کنید فرض

Bm(y;x) =
m∑
k=0

y(a+
(b− a)i

m
)Bi,m(x).

.[٢] می کند فراهم را توابع تقریب در چندجمله ای های این از استفاده برای مناسب بستر زیر قضیه

صورت، این در . y ∈ Ck[a, b] و باشد مثبتی صحیح عدد K > 0 که کنید فرض .٢ . ١ قضیه

lim
m→∞

B(k)
m (y;x) = y(k)(x), k = 0, 1, . . . , K.

هم مکانی روش .٣

به متناهی بعد با تابعی فضای یک از عضوی ،Ω بازه روی تابعی معادله یک برای ym هم مکانی جواب یک
برقرار هم مکانی نقاط نام به نقاط از خاص و متناهی مجموعه ای زیر در را معادله که است هم مکانی فضای نام



٣ بهینه سازی از استفاده با معمولی دیفرانسیل معادلات تقریبی حل

برقرار نیز را شرایط این باید ym که است بدیهی آنگاه باشند، داشته وجود نیز مرزی یا اولیه شرایط اگر می کند.
کنید فرض و بگیرید نظر در را (١ . ١) معادله کند.

ym(x) =
m∑
i=0

ciBi,m(x) = ϕm(x)
TC (٣ . ١)

پایه توابع بردار ϕm(x) و مجهول ضرایب بردار C = [c0, c1, . . . , cm] آن، در که باشد جواب تقریب
،xj ∈ [a, b] هم مکانی نقاط از استفاده و (١ . ١) در (٣ . ١) جای گذاری با است. شده تعریف (٢ . ١) در که است

می آید: دست به j = 1, . . . ,m− n+ 2 )برای n∑
k=0

pk(xj)D
kϕm(xj)

)T
C = f(xj), j = 1, . . . ,m− n+ 2 (٣ . ٢)

می آید: دست به Slها بودن خطی از استفاده و (١ . ٢) مرزی یا و اولیه شرایط در (٣ . ١) جای گذاری با )هم چنین،
Sl(ϕm)

)T
C = ql, l = 1, . . . , n− 1 (٣ . ٣)

m+1 و معادله m+1 از متشکل دستگاهی (٣ . ٣) معادله n− 1 و (٣ . ٢) معادله m−n+2 مجموع
می آید. دست به ym نتیجه در و ciها آن حل با که می سازد مجهول

بهینه سازی بر مبتنی پیشنهادی روش های .۴

می شود: تعریف زیر صورت به باقیمانده تابع ،(١ . ١) معادله با متناظر

R(y;x) = L
(
y(x)

)
− f(x).

با است برابر باقیمانده تابع ym تقریبی جواب برای

Rm(x) ≡ R(ym;x) = L
(
ϕm(x)

)T
C − f(x).

شد. خواهد تعیین Rm(x) تابع با متناظر خطای کمینه سازی و هم مکانی روش ترکیب از استفاده با C بردار
معادله n − 1 این شوند. برآورده دقیق طور به مرزی یا اولیه شرط n − 1 که شود تعیین طوری باید ym
را هم مکانی نقاط می ماند. باقی  آزادی درجه m − n + 2 تنها ym تعیین برای نتیجه در و می دهد دست به
B و A متمایز زیرمجموعه دو به را نقاط این .np ≥ m − n + 2 که می گیریم نظر در x1, . . . , xnp

می دهیم قرار j ∈ J هر برای می دهیم. نشان J و I با ترتیب به را مجموعه دو نقاط اندیس و کرده افراز
تا نقاط این است بهتر کند. صدق دیفرانسیل معادله در دقیق طور به ym نقاط این در تا ،Rm(xj) = 0
(برای m− n + 2 از کمتر باید آن ها تعداد و باشند شده توضیع [a, b] بازه در یکنواخت طور به ممکن حد
برای می کنند. معلوم دقیق طور به را ym معادلات این صورت، این غیر در باشد. (0.5(m−n+2) مثال،
بالا توضیح کرد. خواهیم کمینه را باقیمانده تابع با متناظر خطاهای می گیریم، نظر در I را آن ها اندیس که نقاط
پ) و خطا مجموع کمینه سازی ب) خطا مربعات مجموع کمینه سازی الف) می شود: رویکرد سه پیشنهاد به منجر
شده صفر هم مکانی نقاط همه در خطا ،np = m− n+ 2 اگر رویکرد سه هر در خطا. مجموع کمینه سازی
نظر مد بیشتری نقاط در خطا کمینه سازی چون صورت، این غیر در شد. خواهد هم مکانی روش هم ارز روش و
مورد نقاط روی دست کم تقریب خطای حداکثر باید است)، بزرگ تر امکان پذیر فضای عبارتی، (به می گیرد قرار

باشد. هم مکانی روش در تقریب خطای از کم تر استفاده
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عددی نتایج .۵

مرتبه مساله ٧ شامل که گرفتیم نظر در مختلف مرتبه های از مرزی یا و اولیه شرایط با گوناگون آزمون مسایل ما
(کمینه سازی  ما پیشنهادی الگوریتم های کارایی سطح ١ شکل نمودارهای بودند. بزرگ تر مرتبه از مساله ۶ و ٢
روی را CM هم مکانی روش و (PM3 خطا بیشینه و PM2 خطا مجموع ،PM1 خطا مربعات مجموع
استفاده [۴] موره و دولان معیار از مفایسه برای می دهد. نشان را مختلف های m برای و آزمون مسایل تمامی
بالاتر آن نمودار که دارد بهتر کارایی الگوریتمی الگوریتم، دو عملکرد مقایسه در معیار این به توجه با است. شده
بیشتري تفاوت باشد، بیش تر نمودار دو بین اختلاف چه هر البته و بگیرد قرار دیگر الگوریتم با متناظر نمودار از
که می دهند نشان خوبی به ١ شکل نمودارهای است. داشته وجود آزمون مورد مسایل روی الگوریتم دو کارایی بین

میانگین خطای معیار با PM٣ و PM٢ PM١، CM، الگوریتم های عملکرد نمودارهای :١ شکل

میان، این در داشته اند. بهتری عملکرد هم مکانی روش به نسبت ما بهینه سازی بر مبتنی پیشنهادی الگوریتم های
داده اند. نشان را عملکردها بهترین PM٣ سپس و PM٢ PM١، الگوریتم های ترتیب به
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